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摘 要 Ｐ ｌａｔ ｅ ａｕｅｄ 函 数是
一

类具有理想 密 码 学特性 的 密 码 函 数 ． 在 奇特征 的 情形 下 ，

模仿经典 ｂ ｅｎｔ 函 数 的 Ｍ ａ ｉｏｒａｎａ Ｍ ｃＦａｒ ｌａｎｄ 构造 ， 本文 首 先构造 了 广 义 Ｗａ ｌｓｈ Ｈ ａｄａｍａｒｄ

变 换具有 两 两互不相 交 支集 的广 义 ｓ ｐ ｌａ ｔｅａｕｅｄ 函 数
，
以 此为 基础 ， 构造 了ｐ 元 广 义

ｂ ｅｎｔ 函 数
，
继 而

， 利 用 得到 的 广 义 ｂｅｎｔ 函 数
， 构造支集 两两互不相 交 的广 义 ｐ ｌａ ｔｅａｕｅｄ

函 数 ． 对于 对偶 函 数是相 对 （广 义 ）

ｂｅｎｔ 函 数 的
（广 义 ） ｐ ｌａ ｔｅ ａｕｅｄ 函 数 ／ ， 利 用 代数数

论 中 分 画 域 的相 关 结论 ， 本 文证 明 了／
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１ 引言

非线性性和平衡度是密码函数设计最重要的两个指标 ． 上世纪六十年代 ，

Ｒｏｔｈａｕｓ ［

２ ６
１ 引进

了Ｂｏｏｌ ｅａｎｂ ｅｎｔ 函数 ． 由于髙非线性性 ，

Ｂｏｏｌ ｅａｎｂ ｅｎｔ 函数在密码学和编码理论中起着重要的

作用 ． １ ９ ８５ 年 ，

Ｋｕｍａｒ 等人 ［

１ ４
！ 将 Ｂｏｏ ｌｅ ａｎｂｅｎｔ 函数的概念推广至剩余类环上 ． 然而 ， 由 于缺

乏平衡度 ，

ｂｅｎｔ 函数并非是完全令人满意的密码函数 ． 为 了便于设计具有 良好密码学特性的函

数 ，

Ｚｈｅｎｇ 和 Ｚｈａｎｇ
［

３ ２
！ 引进了Ｂｏｏ ｌｅａｎ

ｐ ｌ ａｔ ｅ ａｕｅｄ 函数的概念 ． 此类函数具有理想的密码学特

性 ， 例如 ， 髙非线性性 、 低 自相关性及髙代数次数等 ． Ｂｏｏ ｌｅ ａｎ
ｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数和 ｐ 元 ｐ ｌａ ｔｅ ａｕｅｄ

函数与编码理论 、 序列及图论也密切相关 ，
因此

， 在过去的十年中 ， 受到研究者的广泛关注 （参见
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设 Ｐ 是素数 ，

《 是正整数 ，

１４ 是有限域 Ｆ
ｐ
上的 ｎ 维线性空间 ． 对于函数 ／ ：当

ｐ

＝２ 时 ， 称 ／ 是 １４ 上的 Ｂｏｏ ｌ ｅａｎ 函数 ， 否则 ， 称 ／ 是 １４ 上的 ｐ 元函数 ． 令 〈 ， 〉 是 １４ 上的 （非

退化
） 内积 ． 通常情况下 ， 当 １４

＝

％ 时 ， 〈
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众所周知 ，

Ｗａ ｌｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 变换是研究 Ｋ 上函数性质的重要工具 ． 设 ／ ：Ｋ—Ｆ
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是 ／ 的 Ｗａ ｌｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 变换 ． 容易验证 ，
对任意 ａ：ｅ１４

，
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称之为 Ｗａ ｌｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 逆变换 ． 如果对任意 ａｅ１４
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＝

Ｐ
＾

■

， 称 ／ 是 ｂｅｎｔ 函数 ． 当 ｐ

＝ ２ 时 ，
注意到 ／⑷ 是整数 ，

因此
， 当 ／ 是 ｂｅｎｔ 函数时 ，

ｎ 是偶数 ． 而当 ｐ＞２ 时 ，
对任意正整

数 ｎ
，

１４ 上存在 ｂｅｎｔ 函数 ． 由于二元情形下奇数维线性空间上不存在 ｂｅｎｔ 函数 ， 研究人员提出

了ｎｅａｒ ｂｅｎｔ 函数的概念 ［
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， 并将其推广至奇特征的情形 ［
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函数 ． 由 Ｐａｒ ｓｅｖａ ｌ 等式可知 ，

Ｏ ｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数即为 ｂｅｎｔ 函数 ． ｌ ｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数即为 ｎｅ ａｒ ｂ ｅｎｔ

函数 ，

２ ｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ 函数称为 ｓ ｅｍ ｉ ｂｅｎｔ 函数 ． 设 ／ 是 上的 ｓ ｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数 ， 称
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为 ／ 的支集 ． 根据 Ｐａｒｓｅｖａ ｌ 等式可知 ，

ｓｕｐｐ （／ ） 中元素个数为 ｐ
ｎ ｓ

．
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这里 ｉ 是复本原 ４ 次单位根 ， ／
＊

是定义在 ｓｕｐｐ （ ／ ）
上的 ｐ 元函数 ， 称之为 ／ 的对偶函数 （参见
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其中 ， 当ｐ
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时 ， ￥

＝ ｉ
，

ｅ
／是由ｓ叩ｐ （ ／ ）

到 ｛
士 １

｝ 的

函数 ． 类似于 ｂｅｎｔ 函数 ， 当 力 是常值函数时 ， 称 ／ 是弱正则函数 ， 否则 ， 称之为非弱正则函数 ．

进
一

步地 ， 如果对任意 Ｋ
， ＆ （

〇
〇
＝１

， 称 ／ 是正则函数 ． 通常情况下 ，
验证 元函数是否是

ｓ ｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ 函数是通过计笕 ／⑷ 模的平方来实现 ． 值是 ，
这种方法不能说明函数的 （弱 ）

正则性 ．

事实上 ，
对 ａｅｓｕｐｐ （／ ） ， 明确刻画 力⑷ 和 尸⑷ 是非常凼难的 ．

近二十年来 ，
理论计笕机学家和从事密码学研究的代数学家对满足特定性质的 ｂ ｅｎｔ 函数的

构造给予了极大的关注 ． 众所周知
３ Ｑ

１

， 弱正则 ｂ ｅｎｔ 函数的对偶函数也是 ｂ ｅｎｔ 函数 ． 通过计

娜验证
，

Ｈｅ ｌ ｌｅ ｓｅ ｔｈ 和 Ｋｈｏｌｏｓｈａ ［

１ ０
］ 给出 了第

一

个非弱正则 ｂ ｅｎｔ 函数的例子 ． 从 已有的结果中

可以看出 ，

ｂ ｅｎｔ 函数的经典构造方法都构造出弱正则 ｂ ｅｎｔ 函数 ． Ｑ ｅ
§
ｍｅ ｌ ｉｏｇ ｌｕ 等人在文献

［

３
］
中

首次构造出无穷多个非弱正则 ｂｅｎｔ 函数 ． ２０ １ ６ 年 ， 利用所谓的 ｂ ｅｎｔ 函数的半直和 ，

＜

５ ｅ
§
ｍｅ ｌ ｉｏｇ ｌｕ

等人 ［

７
］ 首次构造出对偶函数不是 ｂｅｎｔ 函数的非弱正则 ｂｅｎｔ 函数 ． 最近 ，

Ｗａｎｇ 和 Ｆｕ＿ 将文

献
［

７
］
中的结果推广至广义 ｂｅｎｔ 函数的情形 ， 构造出对偶函数是或者不是广义 ｂ ｅｎｔ 函数的广义

ｂｅｎｔ 函数 ． 需要指出 的是 ，
以上构造方法均以 ｂｅｎｔ 函数或者广义 ｂｅｎｔ 函数作为构造基础 ． 模拟

经典 Ｌ ａｇｒａｎｇｅ 插值 ，

＜

５ ｅ
§
ｍｅ ｌ ｉｏｇ ｌｕ 等人 ［

４
’
６

１ 以 ｎｅａｒ ｂｅｎｔ 函数和 ｐ ｌ ａｔ ｅ ａｕｅｄ 函数为基础 ， 构造出

弱正则和非弱正则 ｂｅｎｔ 函数 ．

受文献
［

３
，４ ，６ ］

及
［

３０
］
中结果和方法的启发 ， 本文以广义 ｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ 函数为基础 ， 构造对

偶函数是弱正则和非弱正则 ｂ ｅｎｔ 函数的广义 ｂｅｎｔ 函数 ． 继而
， 冉以得到的广义 ｂ ｅｎｔ 函数为基

础
， 构造 Ｗａ ｌ ｓｈ Ｈａｄａｍ ａｒｄ 变换支集两两互不相交的广义 ｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ 函数 ． 对任意 ｐ 元弱正则

ｂｅｎｔ 函数 ／ ， 由 Ｗａ ｌｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 逆变换容易验证 ／
？

（

ｘ
）
＝

／ （

ｘ
）

． 通过细致的值分布计览

６ ｚｂｕｄａｋ 和 Ｐｅ ｌ ｅｎ
丨

２ ４
！ 证明该结论对对偶函数是 ｂｅｎｔ 函数的非弱正则 ｂ ｅｎｔ 函数和对偶函数是

相对 ｂ ｅｎｔ 函数的 ｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数也成立 ． 最近 ，
通过分析素数在分圆域中的分解状况 ，

Ｗａｎｇ 和

Ｆｕ＿ 给出 了该结论更为简洁的证明 ． 利用文献 网 中的想法 ， 本文将该结论推广至广义 ｐ 元

ｓ ｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ 函数的情形 ．

本文的安排如下 ． 在第 ２ 节中 ， 简单回顾下文所需分圆域和 ｐ 元函数的相关定义和结论 ． 为

了文章的完整可读性 ， 第 ３ 节讨论了广义 ｐ 元函数 自相关谱的相关性质 ． 在第 ４ 节中 ，
以广义

ｓ ｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ 函数为基础 ， 构造弱正则和非弱正则广义 ｂｅｎｔ 函数 ， 同时 ， 明确刻画构造函数的对偶

函数 ． 对于对偶函数是相对 ｂｅｎｔ 的 （
广义

）

ｓ ｐ ｌａｔｅ ａｕｅｄ 函数 ／ ， 第 ５ 节将证明 ／
”

⑷ ＝

／ （

ｘ
）

．

最后
一

节对本文进行总结 ．

２ 预备知识

如无特别声明 ， 下文沿用本节所用记号和术语 ．

设 Ｐ 是奇素数 ， 是正整数 ， Ｑ
＝ｅ

２ ｊｄ
／’ 是复本原 炉 次单位根 ， ＆ 是模 ／ 的剩余类

环 ． 首先简单回顾下文所需的分圆域的相关知识 ．

设 ｉｆ 和 是 炉 次分圆域 Ｑ （ Ｃｐ
ｆｃ

）
及其代数整数环 ，

％ 是 的单位根群 ． 不难计笕 ，

ＷＫ
＝

｛
± Ｃ

３

ｐ
ｋ ： 〇 ＜

ｊ
＜ ｐ

ｋ

ｌ
｝ ，

Ｓ＝
Ｚ

［
Ｃｐ

ｆｃ
］ （参见 ［

８
，１ ３

］ ）

． 下列引理源于
［

１ ４
］
中的性质 ７

， 该结论对 ｐ 元函数的 ｂ ｅｎｔ 性与

Ｗａ ｌ ｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 变换研究起着重要作用 ．

引理 ２ ． １
（ ［

２ ３
， 引理２

］ ） 设 〇＾ （！＾
， 如果 ？卜 一 ， 那么 ， ＾＾ ％ ， 其中 ， ＝

（

１
）

￡＾
１
５ ．
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令 Ｐ 表示 １生成的主理想 ， 即 ，

ｐ
＝

 （

１由文献
［

８
］
中定理 ２ ． ｗ 可知 ，

ｐ 是素

理想
，

Ｐ ｎ ｚ
＝＝

Ｐ ｖ （ｐ

ｆｃ

）

， 即 ， Ｐ 在 允 中完全分歧 ． 因此
，
对于 ｉｆ

／Ｑ 的任意中间域 风

Ｐ 在 Ｍ 中完全分歧 ． 注意到
，
对任意正整数 １ｙ及与 Ｐ 互素的正整数 ｍ

， （

１ Ｃｇ ）

〇Ｋ
＝

Ｐ
，

Ｓ ［

ｉｆ ：

Ｑ （ Ｃｐ
ｉ

） ］下列关于分圆域的结论对本文 ｐ ｌａｔ ｅ ａｕｅｄ 函数对偶函数的讨论至关重要 ，

文献
［

３０
］
给出 了详细证明 ．

弓 ｜
理２ ． ２

 （ ［

３０
， 引理３

］ ） 设１ｇｍ＜ ｐ

ｆｃ

是正整数 ，

ｍ＝
 ｐ

ｓ

而
， 其中 ，

０ｇｓ＜Ａ ：

， ｇｃ
ｄ

（？ ）

＝
１ ． 那么 ，

１＋
◎ 是 中单位 ， （

１＝
Ｐ广

２０ １ ８ 年 ，

Ｍ ｅ ｓｎａｇｅ ｒ 等人 丨

２ ３
］ 推广了广义 Ｂｏｏ ｌ ｅａｎｂｅｎｔ 函数 ， 提出 了广义 ｐ 元 ｂｅｎｔ 函数的

概念 ． 利用划分产生的仿射空间 ，

Ｍ ｅｓｎａｇｅｒ 等人完全刻画了广义 ｐ 元 ｂｅｎｔ 函数 ． ２０ ２ ２ 年 ， 受文

献 ［

７
］
中相关工作的启发 ，

Ｗａｎｇ 和 ＦＵ＿ 给出 了广义 ｐ 元 ｂ ｅｎｔ 函数的间接构造 ． 下面具体给

出广义 元 ｂｅｎｔ 函数相关定义和结果 ．

沿用 引言中的记号 ，

１４ 到 ＾ 中的函数称为 １４ 上的广义 Ｐ
－ 元函数 ． 类似于 元函数的

情形 ，
广义 Ｗａ ｌ ｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 变换是研究广义 ｐ 元函数的有力 ：［：具 ． 设 ／

：１４
—是广义 尹

元函数 ，
对于 ａ£ Ｋ

， 称

ｆ ： Ｖ
ｎ
＾ Ｃ

， Ｃ＾

Ｘ
）

Ｃ
ｐ

｛

ａ
，

Ｘ
）

ｘ ｅｖｎ

是 ／ 的广义 Ｗａ ｌｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 变换 ． 如果对每个 ａｅ１４ ， ／⑷ 
＝

ｐ
ｉ

， 称 ／ 是 上的广义

ｐ
－ 元 ｂｅｎｔ 函数

， 筒称 ｇ
ｂ ｅｎｔ 函数 ． 设 ｓ 是非负整数 ， ／ 是 Ｋ ？

上的广义 元函数 ． 如果对任意

ａＧ１４ ， 有 ／ （

ａ
） Ｇ｛

０
， ￥
宁

｝ ， 称／是
１４上的广义ｐ

－ 元ｓ
－

ｐ ｌａｔｅａｕｅｄ函数
， 筒称

ｓ ｇｐ ｌａ ｔｅａｕｅｄ

函数 ． Ｍ ｅ ｓｎａｇｅｒ 等人在文献 ［

２２
］
中研究了ｓ ｇｐ ｌａ ｔｅａｕｅｄ 函数的性质 ， 利用广义 ｐ 元函数的分支

函数及ａｄｍ ｉ ｓｓ ｉｂ ｌｅ
ｐ ｌ ａｔ ｅ ａｕｅｄ函数刻画了ｓ ｇｐ ｌａｔ ｅ ａｕｅｄ函数 ．

类似于 ｓ ｐ ｌａｔ ｅ ａｕｅｄ 函数 ，

ｓ ｇｐ ｌ ａｔｅ ａｕｅｄ 函数的支集中也包含 ｐ
ｎ ｓ

个元素 ． 对于 ａ ＜Ｅ ， 利

用引理 ２ ． １ 可得 ^

ａ

， 、ｆＣ
＾

ｋ 

＾
ａ

＼Ｐ
ｎ＋ Ｓ

＝１ｍｏｄ４
；

／ （

ａ
）
＝ ＜

［

±屮
宇
＆：

⑷
， 泸

如
ｅ ３ｍｏｄ ４ ．

由此 ，
定义

ｄ
ｆ （

ａ
）
＝

ｐ
＾

Ｃ
ｐ
ｋ

ｆ （
ａ

）

／ （

ａ
） ，ｅ

／ （

ａ
）
＝

Ｃ
ｌ

ｄ
ｆ ｛

ａ
） ，ａＧｓｕｐｐ （ ／ ） ，

其中 ， 当Ｐ
ｎ＋ Ｓ

ｅ１ｍｏｄ４
时 ， ￥

＝１
， 当ｐ

？＋ ｓ

ｅ３ｍｏｄ４
时 ， ￥

＝
 ｉ

，
ｅ
／是由ｓｕ

！
）ｐ （ ／ ）

到 ｛
± １

｝ 的

函数 ． 因此
， 模拟 ｓ ｐ ｌ ａ ｔ ｅａｕｅｄ 函数 ， 可以类似地定义 ｓ ｇｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数的 （弱 ）

正则性与非弱正

则性 ．

３ｇｂ ｅｎｔ 函数的相关谱

众所周知 ， 相关谱是研究 Ｂｏｏ ｌｅａｎ 函数 ｂ ｅｎｔ 性的另
一

个有力工具 （参见 ［

２７
］ ）

． 我们 自然期

望
，
广义 元函数的相关谱也能成为研究该类函数 ｂ ｅｎｔ 性的有用工具 ． 为此 ， 首先给出下列记

号和术语 ．

设 ／ ， ３ 是 １４ 上的两个广义 元函数 ，

１４
， 称

？ （

《
）
＝

Ｅ成
一 ？ ）

ｘ ｅｖｎ
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为 ／ 与 ｆｆ 在点 ａ 处的交叉相关 ， 并称 Ｃ
／ｊ ｄ

） 为 ／ 在点 ａ 处的 自 相关 ， 简记为 （：

／ （

〇
０

． 由定义容

易验证Ｃ
３ ， ， （

ａ
）
＝

Ｃ
， ， ３ （

ａ
）

．

下列论断反映了广义 元函数的交叉相关与广义 Ｗａ ｌｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 变换之间的关系 ．

弓 丨
理 ３ ． １ 设 ／ ， ＾ 是 １４ 上的两个广义 ｐ 元函数 ， 那么 ，

对任意 ｘｅ１４
，

ｃ
ｆ ， ａ （

ｘ
）
＝Ｅｈ 〇

）Ｗ） Ｃ＾
ｘ

）

－

ｐａ ｅ ｖｎ

证明 根据交叉相关和广义 Ｗａ ｌｓｈ Ｈ ａｄａｍａｒｄ 变换的定义直接计筧可得

Ｅ广
ｆ  （ ｙ ）  ９ （

ｚ
）

广
（

ａ
，

ｘ
）   （

ａ
， ｙ ） 十 （

ａ
，

ｚ
）

、
ｐ
ｋ

—

Ｊ２
ｆ （

ａ
） ９ （

ａＫ
｛

ｐ

ａ
，

ｘ
｝
＝ —

？
＾ 
＾ｎ ？ ｙ

＾
ｆ ｛ ｙ ） ｇ ｛

ｚ
）

／ｊ、
ｐ
ｋ

ｙ ，

ｚ ｅｖｎ

ｆ （
ｚ ＾ ｘ

） ｇ （
ｚ

）

ｐ
ｎ

Ｅ
ｚ ｅｖｎ

Ｃ
ｆ ， ｇ 〔

ｘ
）

．

Ｅ ＇

，

工
ｙ＋ｄ

证取

由上述引理容易验证下列两个等式 ．

推论 ３ ． ２ 同于上述引理的记号 ，
对任意 ｘ ＜Ｅ

ｃ々 ）

＝

古
Ｅ ／⑷

２

４气Ｙ，
ｃＭ Ｃ

ｐ

｛

ａ
＇

ｘ
｝＝

ｈｘ
）Ｗ）

－

证明 在上述引理中令 ／
＝

３ 可得第
一

个等式 ． 对于第二个等式 ，

Ｙ^ ｆＡ ｏＫ
１＾＝

‘徽，令 、

ａ （＾ Ｖｎｙ
（＾ Ｖｎ

＝

士
Ｅ編丽Ｅ

Ｋ
＞

ｙ 

三 
Ｖｎａ ＾Ｖｎ

＝

／ （

Ｘ
） 点 （

Ｘ
）

．

证取

类似于 Ｂｏｏｌ ｅａｎ 函数的情形 ，
广义 ｐ 元函数的 自相关可以用来判断函数是否是 ｇ

ｂｅｎｔ 函数 ．

利用上述引理 ， 不难得到下列结论 ．

定理 ３ ． ３ 设 ／ 是 １４ 上的广义 ｐ 元函数 ， 那么 ， ／ 是 ｇ
ｂ ｅｎｔ 函数当Ｓ仅当 ，

对任意非零元

素 （２ （Ｅ ，

Ｃ
ｆ 

（

（２
）

０ ．

证明 设 ／ 是 ｇ
ｂｅｎｔ 函数 ， 根据上述推论 ，

对任意非零元素 ａ ＜Ｅｙ？
，

ｃ
／ （

？
）

＝

Ｅ ＾
，

ａ
＞＝０ －

必要性得证 ． 注意到
，
对任意 ６ｅ１４

，

／＞ ）

２
＝

Ｅ＾
ｆ ｛ ｖ ）

ｇ
｛
ｂ

＇

ｘ
） ＋ ｛

ｂ
＇ ｖ ）

ｘ
， ｙ ｅ ｖｎ

＝

， ｆ ｛
ｘ

） ｆ ｛ ｙ ）

／ ｊ、
ｐ
ｋ

ｘ
， ｙ ｅ ｖｎ

Ｑ
（
ｂ

，

ｘ
ｙ ）
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ｚ＝ ｘ
ｙ＾ （

ｂ
，

ｚ
）ｒ

ｆ （ ｙ＾ ｚ
） ｆ （ ｙ ）

／ｊ／ｊ
、
ｐ
ｋ

ｚ ｅｖｎ ｙ ｅ ｖｎ

＝ ＥＣｐ

｛
ｂ

＇

ｚ
）

Ｃ
ｆ （

ｚ
）

．

ｚ ｅｖｎ

如果对任意非零元素 ＾１４
， 心⑷ ＝ ０

， 根据上述等式 ，
对任意 ６ｅ１４

， ／㈨
２
＝ ， 从而 ， ／ 是

ｇｂｅｎｔ 函数 ． 证毕 ．

设／
：Ｋ

＾Ｚ
ｐ
ｆｃ是 Ｊ乂 ｐ 兀函数 ，

ａＧｏ ；ＧＺ
ｐ
ｆｃ

， 令

Ｋ
，

ａ
＝

｛
ｘｅ Ｖｎ ：

ｆ （

ｘ＋ａ
） ｆ （

ｘ
）
＝ａ

｝ ，

表示 １４
，

ａ 中元素个数 ． 显然 ，
对任意非零元素 ａＧ１４

，

５３
Ｎ

ａ＾

＝

ｐ
Ｕ

－

ａ ｅ ＾
ｐ
ｋ

如果
Ａ ：＜ｎ

，
且对任意ａ

， ／
？ｅ

＆ ｆｃ
，

７Ｖ
ａ

，

ａ
＝ＴＶ

ａ＃ ， 则７Ｖ
ａ

，

ａ
＝

ｐ
ｎ

＇即 ， ／ （

Ｘ十 ａ
） ／ （

Ｘ
） 作为Ｋ ？ 到

中的函数 ， 中每个元素均有 个原像 ．

命题 ３ ． ４ 设 ／ ：１４—是广义 ｐ 元函数 ，

Ａ ：＜ｎ ． 如果对任意非零元素 ａＧ１４
，

／ （

ｘ 十 ａ
） ／ （

ｘ
） 作为 １４ 到 ＆ 中的函数 ， ＆ 中每个元素均有 个原像 ， 那么 ， ／ 是 ｇ

ｂ ｅｎｔ

函数 ．

证明 注意到
，
对任意非零元素 ａｅＫ

，

ｃ
／ （

？
）
＝

Ｅ
ｃ

ｆ

Ｊ

ｘ＋ ａ
） ｆ ｉ

ｘ
）

ｘ ｅｖｎ

Ｅ Ｖ广
／ （

＊＋ ？
〇 ／ （

＊
）

／ｊ、
ｐ
ｋ

ａ ｅ ｚ
ｐ
ｋｘ ｅｖａ

，

ａ

＝ ＾
ａ

，

ａ Ｃ
ｐ
ｋ －

ａ ｅ Ｚ
ｐ
ｆｃ

如果对任意 ａ ｅＺ
ｐ

ｆｃ
，

〗Ｖ
ａ

，

ａ
＝

ｐ
ｎ

＇ 则

ｑ⑷ ＝

ｐ

ｎ ｋ

ＥＯ

＝
０ ．

ａ ｅ Ｚ
ｐ
ｋ

根据上述定理 ， ／ 是 ｇ
ｂｅｎｔ 函数 ． 证毕 ．

注 ３ ． ５ 这里需要指出 ， 当 Ａ ：＝１ 时 ，

上述命题的逆命题也成立 ， 即 ， 当 ／ 是 Ｒ 上的经典

ｂｅｎｔ 函数时 ，
对任意非零元素 ａ （Ｅ１４

，／ （

ａ ： ＋ ？〇 ／⑷ 作为 １４ 到 中的函数 ， 中每个元素

均有 ｐ
＂ １

个原像 ． 事实上 ， 满足这样条件的函数称之为完全非线性函数 ． 因此
， 当 Ａ ：＝１ 时 ， ／

是 ｂｅｎｔ 函数当ｉ仅当 ／ 是完全非线性函数 ． 更加
一

般地 ， 有下列结论成立 ．

命题 ３ ． ６ 设 ／ ， ｇ
ｒ ：Ｒ

—Ｆ
ｐ 是两个 ｐ 元函数 ，

ａ ＜ＥＦ
ｐ ，

ａ ＜Ｅ是非零元素 ，
Ｋ

，

ａ 与 分

别表示集合 ｛
ｘ （ＥＫ ：／ （

ｘ＋ ａ
） 咖 ）

＝ ａ
｝ 及其中元素个数 ． 那么 ，

Ｃ
／Ｊ ａ

）
＝０ 当Ｉｆ又当对任

意ａ ＜ＥＦ
ｐ ，
Ｗ

ａ
，

ａ
＝ ， 、

证明 注意到
，

Ｊ２
Ｎ
＾

＝

Ｐ＾Ｃ
ｆ ， ９ ＾ ）

＝

Ｊ２
Ｎ＾Ｐ

－

ａ ＾ ￥
ｐａ Ｇ Ｆ

ｐ
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充分性可由第二个等式直接得到 ． 因为 ＩＸ。

１

Ｖ 是 Ｃｐ 在 Ｑ 上的极小多项式 ，
％

，

ａ 是整数 ， 所

以
， 当 Ｃ

／ ｉ Ｓ⑷ ＝ ０ 时 ， ｍ。

１

Ｗ 整除 Ｅ ａ ｅ Ｆｐ

ｗ
ａ

，

ａ
ａ ：

ａ

， 从而 ，
对每个 ａｅＦ

ｐ ，
Ｗ

ａ
，

ａ 均相同 ． 结合该

事实与上述第
一

个等式可知 ，
对任意 ａｅ ］Ｖ

ａ
，

ａ证毕 ．

４ｇｂ ｅｎｔ 函数的构造

本貫以 （ ｐ
ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数 ） ｇｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数为基础 ， 构造 （

ｂｅｎｔ 函数 ） ｇ
ｂ ｅｎｔ 函数 ． 为了说明下

列讨论的合理性 ， 模仿 Ｍ ａ ｉｏｒａｎａ Ｍ ｃＦａｒ ｌａｎｄ 构造 ， 首先给出生成广义 Ｗａ ｌｓｈ Ｈ ａｄａｍａｒｄ 变换具

有两两互不相交支集的 ｓ ｇｐ ｌ ａｔ ｅ ａｕｅｄ 函数的方法 ．

设 ｓ＜ｎ 是正整数 ， ／
：１４ ｓ

—是 ｇ
ｂ ｅｎｔ 函数 ． 对每个 ｗ

＝

（
叫

，

． ． ．

，

ｗ
ｓ

）
Ｇ定义

ｆｕ （

ｘ
， ｙ ）

：Ｋ ， ｓｘＺ
ｐ
ｋ

， （

ｘ
， ｙ ）
＾

ｆ （

ｘ
）

＼ ｐ
ｋ １

ｕ
－

ｙ
．

对任意 （

〇＾ ）
£ １４ ＾ ＾ ， 有

Ｔｕ ｛

ａ
，

ｂ
）

＝

ＥＹ． ＾
｛
ｘ

， ｖ ）

＾
｛

ａ
＇

ｘ
）

ｂ ｙ

ｘ ｅ ｖｎ ｓｙ ｅ ｗ
ｓ

ｐ

＝

Ａｕ ｂ
）

－

ｙ

／ｊ、
ｐ
ｋＳ

ｐ／ｊＳｐ

ｘ ｅ ｖｎ ｓ ｙ ｅ ｗ
ｓ

ｐ

＝

／㈦Ｅ４
“

）

＇

ｙ ｅ ￥
－

ｐ

由此可得

／？ （

ａ
，

６
）

＝

Ｐ
ｓ

ｆ （

ａ
） ，

〇
，

ｂ＝ｕ
］

ｂ
一

ｕ ．

因为 ／ 是 上的 ｇ
ｂｅｎｔ 函数 ， 所以 ， 当 ６＝ｍ 时 ， ／？ （

ａ
，

６
） 
＝

ｐ
＿

， 否则 ， ／？ （

ａ
，

６
）
＝０ ． 因此

，

／？是 ｓ
ｘ上的ｓ ｇｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ

函数 ，
ｉ

ｓｕｐｐ （ ／？ ）
＝

｛ （

ａ
，

ｍ
） 

ａ ＜Ｅ ｓ ｝
＋这样可得到

一

族广义

Ｗａ ｌ ｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 变换具有两两互不相交支集的 ｓ ｇｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数 ． 这里值得注意的是 ，
对每个

？ＧＦ
；

０
／ｕ
＝

心 ，
Ｓ当 ／ 是 （弱 ， 非弱 ）

正则函数时 ， ／？ 均为 （弱 ， 非弱 ）
正则函数 ． 进

一

步地 ，
对

每个
Ｍ ＜ＥＦ

｜
， 假设／？ ：Ｖ

＂

？ ｓ
—是ｇ

ｂ ｅｎｔ函数 ， 则／？ （

ｘ
， ｙ ）

＝

／？ （

ｘ
）＋ ｐ

ｆｃ 、 ．

ｙ是
Ｖ

＂

？ ｓｘ

上的ｓ ｇｐ ｌａ ｔ ｅａｕｅｄ函数 ，
ｉ对

ｍ ＜Ｅ ｓｕｐｐ （ ／？ ）
ｎｓｕｐｐ （元 ）

＝
０ ． 注意至 ！

ｊ
，

６
？

／ｕ
＝６ ？

无 ， ／？是否

是弱正则函数取决于 ／？ ．


Ｕ

下面讨论利用 ｓ ｇｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数构造 ｇ
ｂ ｅｎｔ 函数 ． 对每个 ｙ ＜ＥＦ

｜
， 设 ／ｙ

：是

ｓ ｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ 函数 ，
ｉ对任意 讥 ＃ｙ ２ｅＦ

｜
，

ｓｕｐｐ （ ／ｗ ）
ｎ ｓｕｐｐ （ ／ｙ ２ ）

＝
０ ． 结合条件与支集中的元素

个数可知 ，

Ｋ
＝

Ｕ
ＳＵｐｐ （ 

ｆｙ ）

．

定义

Ｆ
（

ｘ
， ｙ ）

： Ｖ
ｎｘ ￥

６

ｐ

＾Ｚ
ｐ
ｋ

， （

ｘ
， ｙ ）

＾
ｆｙ （

ｘ
）

．

易证 ，

Ｆ 是 ＫｘＦ
纟
上的 ｇ

ｂ ｅｎｔ 函数 ． 进
一

步地 ， 有下列结论成立 ．

定理 ４ ． １ 沿用上述记号和术语 ，

Ｆｋ ｙ ） 是 １４ｘ
ｇ 上的 ｇ

ｂ ｅｎｔ 函数 ，
Ｓ对偶函数为

Ｆ
＊

（

ｘ
， ｙ ）

： Ｖ
ｎ
ｘ ￥

ｓ

ｐ

＾Ｚ
ｐ
ｋ

， （

ｘ
， ｙ ）
＾

ｆ

＊

｛
ｘ

） ｐ
ｋ １

ｙ

■

ｚ
，
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其中 ＸＧｓｕｐｐ （ ／ｚ
）

． 若对每个 ｙｅＦ
；

／ｙ 是 Ｋ ？

上的 ｇ
ｂ ｅｎｔ 函数 ， 那么 ，

Ｆ
＂

（

ｘ
， ｙ ） 是 １４Ｘ上的

ｇ
ｂｅｎｔ函数 ，

里Ｆ
＂ ＊

（

ｘ
， ｙ ）

＝Ｆ
（

Ｘ
， １ ）

．

证明 对任意 （

ａ
，

６
）
ｅ ！４ ｘ ％ ，

Ｆ
（

ａ
，

ｂ
）

＝＾
Ｘ

， ｙ

＾
Ｐ

ｉ
ａ

，

Ｘ＾ ｂ
ｙ

ｘ ｅｖｎ

Ｅ ＾
ｂ

－

ｙ

／ｊ＾
ｐ
ｋ

ｙ ｅ ｗ
ｓ

ｐ
ｘ ｅｖｎ

＝ Ｅｄ⑷ ．

注意到
， 存在唯

一

的 ｚ ＜Ｅ
ｇ 使得 ａ ＜Ｅｓｕｐｐ （￡ ）

． 对这样的 ｚ ＜Ｅ
ｇ 有

Ｆ
（

ａ
， 
ｂ

）

＝

＾
ｂｚ

ｆｚ ｛

ａ
）

．

因为 冗⑷ ＝ 卟宇泛
⑷

， 其中 ｈ｛
± ｌ

，

± ｉ

｝ 取决于 Ｍ ， 所以 ，

Ｆ
（

ａ
，

ｂ
）

＝ ０ｐ
＾

Ｃ
ｐ
ｉ

ｉ
ａ

）＾
ｌ

ｂ Ｚ

， Ｆ
（

ａ
，

ｂ
）

＝

ｐ
＾

，

从而 ，

Ｆ 是 １４ｘ上的 ｇｂ ｅｎｔ 函数 ，
里对偶函数为 ／｜ （

ｘ
）

设对每个 ｙＧ
％ ， ／ｙ 是 １４ 上的 ｇ

ｂ ｅｎｔ 函数 ． 对任意 （

ａ
，

６
）
Ｇ１４ｘ

％ ， 有

庐
（

《
，

６
）
＝

ＥＥ ＜：
（

气 〈

ａ
’

Ｋ
＞

６ ｙ

ｘ ｅｖｎ ｙ ｅ％

Ｅ

广
ｂ

．

ｙ＼
、

＾
Ｆ

＊

（
ｘ

， ｙ ）

＾ ＾

ａ
ｊ

ｘ
）

／ｊ、
ｐ
ｋ

ｙ ｅ ｗ
ｓ

ｐ
ｘ ｅ ｖｎ

Ｅ ｒ
ｂ

－

ｙ 广
Ｃ ⑷ Ｚ Ｖ？ 〈

ａ
，４

／ｊ／ｊ 、
ｐ
ｋ

ｙ ｅ ￥
Ｐ

ｚ ｅ ￥
＾ ｘ ＾ ｓ ｕ ｐ ｐ （ ｆｚ ）

＝ ＶＶｃ
ｒＡ ｘ

）

ｃ
＾Ｖ

／Ｊ／Ｊ Ｓ
ｐ
ｋ Ｓ

ｐ／ＪＳｐ

ｚ＾
ｐ ｘ ｅ ｓ ｕ ｐ ｐ （ ｆｚ ） ｙ＾ ｐ

＝

ｐ
ｓ

Ｅｃ＾
ｂ （

ｘ
）

Ｃ
ｐ

｛

ａ
＇

ｘ
）

－

ｘ ｅ ｓ ｕ ｐ ｐ （ ｆ ｈ ）

注意到
，
对 １４ 上的弱正则 ｓ ｇｐ ｌａ ｔｅａｕｅｄ 函数 ／ 及 ａｅｓｕｐｐ （／ ） ， 有

ｆ＼ ａ
）
＝ｅｐ 

守
ｃｐ

ａ

＼

其中 ６
＊

Ｇ
｛
士 １

，

士  ｉ

｝ 与 ａ 无关 ，
里

ＪＯ ）

Ｅ
ｆ＾Ｋ

ａ
，

ｘ
）

Ｅｆ＾
ａ

，

ｘ
）

ａ ￡ ｓ ｕ ｐ ｐ （ ／ ）

０ｐ
＾ＥＣ

；
；

（
ａ

）

ｃ＾ ．

ａ Ｇ ｓ ｕ ｐ ｐ （ ／ ）

因此
，

Ｅ
⑷

ｃｉ

ａ？ Ｖ
ａ ｅ ｓ ｕ ｐ ｐ （ ｆ ）

ａ ／ （
＊

）

Ｓ
ｐ
ｋ

．

（

４ ． １
）

（

４ ． ２
）
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结合 （

４ ． １
） 与 （

４ ． ２
） 可得

Ｆ＊

（

ａ
，

ｂ
）

＝

ｐ
ｓ

０
ｂｐ
＾

ｃｌ

ｂ＾ ａ
）＝ｄ

ｂＰ
＾

Ｃ
ｐ
＾

ａ

＼

其中 外 （Ｅ
｛
± １

，

± ｉ

｝ 取决于 ６ ． 从而 ， 是 １４ｘ
Ｂ 上的 ｇ

ｂ ｅｎｔ 函数 ，
ｓ

Ｆ
＊ ＊

（

ｘ
， ｙ ）

＝

ｆ ｙ （

ｘ
）
＝Ｆ

（

ｘ
， ｙ ）

．

证取

由上述定理的证明过程可知 ，

Ｆ 是弱正则 ｇ
ｂｅｎｔ 函数当Ｓ仅当 ，

对每个 ｙＧＦ
；

／ｙ 是弱正则

ｓ ｇｐ ｌａ ｔｅ ａｕｅｄ 函数 ，
ｉ６

？

／ ｂ
均相同 ， 即与 ｙ 的选取无关 ． 根据本节第 ２ 段的论述 ， 满足这种条件的

ｓ ｇｐ ｌａ ｔｅ ａｕｅｄ 函数存在 ． 上述定理的证明过程与文献
［

３
，
４

，
６

］
中 由 ｎｅ ａｒ ｂｅｎｔ 函数和 ｐ ｌａ ｔｅ ａｕｅｄ 函

数构造 ｂ ｅｎｔ 函数的过程类似 ． 尽管 Ｑ ｅ
§
ｍｅ ｌ ｉ〇ｇ ｌｕ 和 Ｍ ｅ ｉｄ ｌ

Ｗ 利用 Ｌ ａｇｒ ａｎｇｅ 插值给出 了Ｆ 的具

体表达式 ， 值并未刻画 Ｆ 的对偶函数及其弱正则性 ． 这里给出 的 ｇ
ｂｅｎｔ 函数的构造可以认为是文

献
［

３
，
４

，
６

］
中部分结果的推广 ． 例如 ， 文献 ［

４
］
中定理 ２ 是上述定理 ＝１ 时结论的

一

部分 ，
而当

Ａ ：＝ｓ＝１ 时 ，

上述定理的结果即为文献
［

３
］
中定理 ２ ． １ 和文献

［

６
］
中定理 １ ．

设／ｚ ：Ｒ是ｇ
ｂｅｎｔ函数 ，

ｚ ＜ＥＦ
｜

． 定义

Ｆ
ｚ ｛

ｘ
， ｙ ）

： Ｖ
ｎ
ｘ ￥

ｓ

ｐ

＞Ｚ
ｐ
ｋ

， （

ｘ
， ｙ ）
＾

ｆｚ （

ｘ
）
＋ ｐ

ｋ １

ｙ

？

ｚ ． （

４ ． ３
）

由本节第 ２ 段的论述可知 ，
巧 是 １４ｘ

ｇ 上的 ｓ ｇｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ 函数 ，
Ｓ

ｓｕｐｐ （

Ｆ
ｚ ）
＝

｛ （

ａ
， 
ｚ

）
：ａ ｅＶｎ ｝

．

因此
， 如果对每个 ｚ／ｚ 是 Ｒ 上的 ｇ

ｂｅｎｔ 函数 ，
巧 是 ｘ

ｇ 上的 ｓ ｇｐ ｌ ａｔｅ ａｕｅｄ 函数 ，
ｉ

对任意ｅＦ
｜

，

ｓｕｐｐ （

Ｆ
Ｚ

ｌ ）
ｎｓｕｐｐ （

Ｆ
Ｚ ２ ）

＝
０ ． 定义

Ｆ
（

ｘ
， ｙ ， 

ｚ
）

：Ｖ
ｎｘ￥

６

ｐ
ｘ￥

６

ｐ

＾Ｚ
ｐ
ｋ

， （

ｘ
， ｙ ，

ｚ
）
＾Ｆ

ｚ （
ｘ

， ｙ ）

． （

４ ． ４
）

根据上述定理 ，

Ｆ 是 ＫｘＦ
ｆ
ｘＦ

纟
上的 ｇｂ ｅｎｔ 函数 ． 事实上 ， 可以进

一

步刻画其对偶函数 ．

定理 ４ ． ２ 设 ／ｚ ：１４—是 ｇ
ｂ ｅｎｔ 函数 ，

ｚＧ
＾ 按照 （

４ ． ３
） 和 （

４ ． ４
） 分别定义 巧 和

那么 ，

Ｆ
是ｘｘ上的ｇｂ ｅｎｔ函数 ，

ｉ对偶函数为
Ｆ

＊

（

ｘ
， ｙ ，

ｚ
）
＝

／
： （

ｘ
） ｐ

ｆｃ

Ｖ
ｚ ． 如

果对每个 ｚｅ
％

／ｚ 是 ｌ／
？ 上的 ｇｂｅｎｔ 函数 ， 那么 ，

也是 ｌ／
？ｘ

Ｒ
ｘＦ

纟
上的 ｇｂ ｅｎｔ 函数 ，

Ｓ

Ｆ
＊ ＊

｛

ｘ
， ｙ ，

ｚ
）
＝

ｆｌ
＊

ｚ ｛
ｘ

）
＋

Ｐ
ｋ １

Ｖ

＇

ｚ －

证明 对任意 沁 ，

６
， 
ｃ

）ｅＫｘｘ有

Ｅ Ｅ 次
物

ｆｃ １

！

ｘ ｅ ｖｎ ｚ ｅ ￥
^

＼
、

＼
、

＾
ｆ ｚ ｛

ｘ
）

＾ （

ａ
，

ｘ
）

ｃ
－

ｚ

Ｅ
ｃｔ

ｂ ｙ

ｘ ｅ ｖｎｚ ｅ％ ｙ＾
ｓ

Ｐ

Ｔ）

ｓ

ｒ
ｂ

＇

ｃ

＾
ｆ ｂ ｛

ｘ
）

＾ （

ａ
，

ｘ
）

ｒＳ
ｐ／ｊＳ

ｐ
ｆｃＳ

ｐ

ｘ ｅ ｖｎ

＝

ｐ

ｓ

ｄ ）

＝〇
ｂ

，

ｃＰ
＾

ｃｆ
（
ａ

） ｐ

ｋ

^

其中 ６
？

６
，

ｃ ＜Ｅ｛
± １

，

± ｉ

｝ 取决于 ６
， 
ｃ ． 因此

，

Ｆ 是 ｘｘ上的 ｇｂｅｎｔ 函数 ， 并ｌ 对偶函数为

Ｆ
＊

（

ｘ
， ｙ ，

ｚ
）
＝

Ｇ （

ｘ
）、

＋

ｚ ． 设对每个 ｚｅＦ
｜

， ／ｚ 是 １／
？ 上的 ｇ

ｂ ｅｎｔ 函数 ， 结合 的表达式及
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对 Ｆ 的证明过程可知 ，
也是 １４

ｘ
ｇ

ｘ
ｇ 上的 ｇ

ｂ ｅｎｔ 函数 ，
ｓｙ ，

ｚ
）
＝

／
？

ｚ （

ｘ
）
＋Ｐ

ｆｃ

Ｖ ｚ ．

证取

设 ／ 是 １４ 上的弱正则 ｂｅｎｔ 函数 ． 利用 Ｗａ ｌ ｓｈ Ｈ ａｄａｍａｒｄ 逆变换可知 ，
对任意 ｘｅ１４

，

／
＊ ＊

（

ａ：

）
＝

／ （

ｘ
）

． 事实上 ， 该结论对对偶函数是 ｂ ｅｎｔ 函数的非弱正则 ｂｅｎｔ 函数也成立 ． 通过分

析对偶函数的值分布 ，

６ ｚｂｕｄａｋ 和 Ｐｅ ｌｅｎ
丨

２ ４
！ 于 ２０ ２０ 年给出 了该结论的证明 ． 最近 ， 利用分圆域

中素理想的分解 ，

Ｗａｎｇ 和 Ｆｕ＾ 给出 了该结论
一

个简洁而优美的证明 ． 在下
一

节中 ， 我们将证

明该结论对对偶函数是相对 ｇ
ｂｅｎｔ 函数的 ｇｐ ｌ ａ ｔｅａｕｅｄ 函数也是成立的 ． 利用该论断容易得到下

列结论 ．

推论 ４ ． ３ 设对每个 ｚＧ
％／

ｚ
（

ｘ
）

：１４
—

＆ 是对偶函数是 ｇ
ｂｅｎｔ 函数的 ｇ

ｂ ｅｎｔ 函数 ， 按

照 （

４ ． ３
） 和 （

４ ． ４
）
定义 巧 和 那么 ，

Ｆ
＊ ＊

（

ｘ
， ｙ ，

ｚ
）
＝

Ｆ
（

ｘ
， ｙ ，

ｚ
） ，Ｆ

＊ ＊ ＊ ＊

（

ｘ
， ｙ ，

ｚ
）
＝

Ｆ
｛

ｘ
， ｙ ，

ｚ
）

．

证明 由定理 ４ ． ２ 可知 ， 是 ｘＦ
纟
ｘＦ

纟
上的 ｇ

ｂ ｅｎｔ 函数 ． 结合 的 ｇ
ｂ ｅｎｔ 性及前段

的论述 ，
两个等式容易验证 ． 证毕 ．

注意到
， 第
一

个等式可由 的表达式直接验证 ． 因为 ＝

〇 ）
＋／

１

ｙ

．

ｚ
， 所

以

Ｆ
＊ ＊

（
ｘ

， ｙ ｚ
）

＝＋ Ｐ

ｋ

＼ ｙ ）

■

 （
ｚ

）

＝

ｆｚ （

ｘ
）
＋ ｐ

ｋ １

ｙ

■

ｚ

＝ Ｆ
（

ｘ
， ｙ ，

ｚ
）

．

下面给出两个 ｇ
ｂｅｎｔ 函数构造的例子结束本节 ．

例
４ ． ４设ｐ

＝３
，
ｎ
＝６

，
ｓ
＝２

，
Ａ ：
＝３ ． 对任意ｍ

＝

 （

Ｍ
ｉ ， 
ｍ

２
）

＜ＥＦ
昼 ，
定义

ｆｕ （

ｘ
）

：Ｆ
３
＾Ｚ

３
３

，ｘ
＝

 （

ｘ
ｉ ，

． ． ．

， 
ｘ

ｑ ）
１ ＾

 （

ｘ
ｉ
ｘ ｓ＋ Ｘ ２

Ｘ４＋ Ｍ １
Ｘ

５＋ Ｕ ２
Ｘ

ｅ ）

３
２

＋＋ Ｘ ３
．

对ｘ
＝

 （Ａ ，

． ． ．

，

ｘ
６ ）

＜ＥＦ
重 ， 令

５＝

 （

ｘ
３ ，

． ． ．

，

ｘ
６ ）

＜ＥＦ
！

＋则 ，
对任意ａ

＝

 （

０４ ，

． ． ．

，

ａ
６ ）

＜ＥＦ
重 ， 有

Ｕａ
）
＝

Ｙ，
ｃ＾

｛
ｘ

）

Ｃ３

ａ ｘ

－

（
＾ ３ ？

１
，

＾ ４ ？ ２
）

－

（
＾

１  ，

ｘ ２
）

〉 ：
＾

ｘ ４ ３＾ ｘ
３

＾

ｄ
－

ｘ
＼

ｕ
１
ｘ

５ ＼

ｕ
２
ｘ

Ｇ

〉 ：

ｘ
１

，

ｘ ２ ｅ ￥ ３

２
２

＾

Ｃｌ
２
＾

＼

ａ
ｌ

＾ 

ａ
ｌ 

ａ
３

ａ
２ 

ａ ４

〉 ：
ａ

５  ＞

ｕ
２ 

ａ
６  ） 

＊

 （
＊

５  ：

ｘ
６  ）

由此可得

ｆｕ （

ａ
）

＝

ａ
２ 

＾ ４
 ）
３

＾

＋ ａ
２ 

３＋ ａ
ｉ

（

ｆｌ
５

， 
Ｇ
ｑ

 ）
Ｕ

，

（

０
５ ， 

ｔｔ
ｇ ）＾

Ｕ ．

因此
， 九 是由 到 知 的正则 ２

ｇｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数 ，
里广义 Ｗａ ｌｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 变换的支集为

ｓｕｐｐ （ ｆｕ ）
＝

｛ （

ａ
，

ｕ
）

：ａｅＦ
｜ ｝

．

由此得到 ９ 个广义 Ｗａ ｌ ｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 变换的支集两两互不相交的 ２
ｇｐ ｌａ ｔｅ ａｕｅｄ 函数 ． 下面 ， ＃

以这些 ｇｐ ｌａ ｔｅａｕｅｄ 函数为基础 ， 利用定理 ４ ． １ 构造正则 ｇ
ｂ ｅｎｔ 函数 ． 定义

Ｆ
（

ｘ
， ｙ ）

：Ｆ
３
ｘＦ

３
＾Ｚ

３
３

， （

ｘ
， ｙ ）
ｈ

 （

Ｘ
ｉ
Ｘ
３＋ ｘ ２

ｘ
４＋ ２＾ ｘ５＋ ｙ ２

ｘ
６ ）

３
２

十 ｘ４
３＋ ｘ ３ ，
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其中 ，

Ｘ＝
 （

Ｘ
！

，

…

，

ｘ
６

）ｅ
＝

（奶 ， 奶 ）
ｅＦ

｜
． 根据定理 ４ ． １ 可知 ，

Ｆ 是 Ｆ
｜
上的正则 ｇ

ｂｅｎｔ 函

数 ． 继而
， ＃以这些 ｇ

ｂ ｅｎｔ 函数为基础构造 ｇ
ｂｅｎｔ 函数 ． 定义

Ｇ
（

ｘ
： ｙ ： 

２ ；

）
：Ｆ

３
ｘＦ

３
ｘＦ

３
＾Ｚ

３
ｓ

，

（

ｘ
， ｙ ， 

ｚ
）
＾

 （

ｘ
ｉ
ｘ
３＋ ｘ ２

ｘ
４＋ ＾ １

Ｘ
５＋ ｚ ２

ｘ
ｑ＋ ｙ １

ｚ
１＋  ？／ ２

＾
２ ）

３
２

＋ ｘ ４
３＋ ｘ ３ ，

其中 ，

ｘ＝
 （

Ｘ
ｉ ，

…

，

ｘ
６ ）ｅ

Ｆ
屋 ， ｙ

＝

（奶 ， ｙ ２ ） ，

２ ＝

（別 ， 勿 ）
ｅＦ

■
． 根据定理 ４ ． ２ 可知 ，

Ｇ 是 ＿
〇

上的

ｇ
ｂｅｎｔ 函数 ．

Ｈｅ ｌ ｌ ｅｓｅ ｔｈ 和 Ｋｈｏ ｌｏｓｈａ ［

１ ０
］ 给出 了第

一

个非弱正贝 Ｕｂ ｅｎｔ 函数的例子 ． 下面 ，
以这个非弱正贝 ^

ｂｅｎｔ 函数为基础 ， 给出构造非弱正则 ｇ
ｂ ｅｎｔ 函数的例子 ．

例 ４ ． ５ 令 ｕ 是 Ｆ
３

６ 的本原元素 ， 则 ／ （

ｘ
）
＝ＴＶ

６
（

ｕ
７

ｘ
９ ８

） 是 Ｆ
３

６ 上的非弱正则 ｂｅｎｔ 函数 ． 设

Ｗ
＝

（
叫

，
叱

）
ＧＦ

！ ，
定义

ｆｕ （

ｘ
， ｙ ）

：Ｆ
３

６ｘＺ
３

３
， （

ｘ
， ｙ ）
＾３

２

（ ／ （

ｘ
） ＼

ｕ
－

ｙ ）

．

对任意 ａｅＦ３
６

，

６＝
 （

６
ｌ ７ 

６
２

）ｅＦ
！ ， 根据本 Ｗ第 ２ 段中的 Ｗａ ｌ ｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 逆变换公式可得

Ｕａ
，

ｂ
）
＝

ｆ （

ａ
） ＹＪ

Ｃ＾
ｂ

） ｖ

，

从而 ，

ｆｕ （

ａ
，

ｂ
）

＝

ｂ＝ｕ
］

ｂ
一

ｕ ．

由此可得 九 （

ａ
，

６
） ｅ｛

０
，

３举
｝ ， 即 ， 九 是 Ｆ

３
６ｘ上的 ２

ｇｐ ｌ ａ ｔｅａｕｅｄ 函数 ，
里

ｓｕｐｐ （ ｆｕ ）
＝

｛ （

ｘ
，

ｕ
）

：ｘＧＦ３
ｅ

｝
．

由此得到 ９ 个广义 Ｗａ ｌ ｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 变换的支集两两互不相交的非弱正则 ２
ｇｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ 函数 ．

定义

Ｆ
（

ｘ
， ｙ ， 

ｚ
）

：Ｆ
３

６ｘｘＺ
３

３
， （

ｘ
， ｙ ，

ｚ
）
＾３

２

（ ／ （

ｕ；

７

ｘ
９ ８

） ＼ ｙ
－

ｚ
）

．

则 Ｆ 是 Ｆ
３

６ｘＦ
！
ｘＦ

！
上的非弱正则 ｇ

ｂ ｅｎｔ 函数 ． 进
一

步地 ，
定义

Ｇ
（

ｘ
， ｙ ，

ｚ
，

ｗ
）

：Ｆ
３

６ｘｘｘＺ
３

３
， （

ｘ
， ｙ ，

ｚ
，

ｗ
）
＾３

２

（ ／ （

ｕ；

７

ｘ
９ ８

） ｛ ｙ＾ ｗ
）

？

ｚ
）

．

则 Ｇ 是 Ｆ
３

６ｘＦ
！
ｘＦ

！
ｘＦ

昼
上的非弱正则 ２

ｇｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ 函数 ．

５ｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数与 ｇｐ ｌａｔｅａｕｅｄ 函数的对偶

正如在上
一

Ｗ所指出 的 ， 当 ／ ：１４— 心 是对偶函数为 ｂｅｎｔ 函数的 ｂ ｅｎｔ 函数时 ，
对任意

ｘＧ１４
， 有 ／

＊ ＊

⑷ ＝

／ （

￥
）

．６ ｚｂｕｄａｋ 和 Ｐｅ ｌ ｅｎ
［

２ ４
］ 证明了该结论对 ｓ ｐ ｌａ ｔｅ ａｕｅｄ 函数也成立 ． 借

劢文献
［

３０
］
中的方法 ， 本 ｆｉｔ合出该结论

一

个筒洁的证明 ， 并里证明该结论对 ｓ ｇｐ ｌａ ｔｅａｕｅｄ 函数也

成立 ． 为此 ， 首先引入下列记号和定义 ．

对于 Ｋ ？

上的 ｓ ｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数 ／ 及 ａｅｓｕｐｐ （ ／ ） ， 心⑷ 可以表示为 ＾ ／⑷ ， 其中 ， ￥ｅ｛
ｌ

，

ｉ

｝ ，

ｑ （

ａ
）Ｇ｛

士 １
｝

＋ 注意到
， 当 ｐ 三 １ｍｏｄ４ 或者 ｎ 是偶数时 ， ￥

＝１
， 当 ｐ 三 ３ｍｏｄ４ 里 ｎ 是奇数

时 ， £ 

＝
 ｉ ． 因为 ／

＊

是 ｓｕｐｐ （／ ）
上的 ｐ 元函数 ，

且 ｓｕｐｐ （ ／ ） 中有 ｐ
ｎ ｓ

个元素 ， 下列定义可以认为

是 ｂｅｎｔ 函数概念的推广 （参见 ［

２４
］ ）

．
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定义 ５ ． １ 设 ５
？

是 １４ 的含有 Ｗ 个元素的子集 ， ／
：Ｓ—Ｆ

ｐ 是 ｐ 元函数 ，

ａｅＫ
，
定义

／⑷ ＝

Ｅ （／

⑷令

ｘ Ｅ Ｓ

如果对任意 Ｋ
， ／⑷ 

＝Ｗ
１
／
２

， 称 ／ 是相对于 ５
＊

的 ｂｅｎｔ 函数 ．

相对 ｂｅｎｔ 函数在 ｐ ｌ ａｔｅ ａｕｅｄ 函数构造过程中是常见的 ． 下面给出
一

个相对 ｂｅｎｔ 函数的例子 ．

例 ５ ． ２ 设 ｐ 是奇素数 ，

ｍ 是正整数 ，
定义

＿／

＊

 ． ＩＦ
ｐ

＾ ＩＦ
ｐ ， （

Ｘ
ｉ

，

Ｘ
２

，

． ．  ．

，

Ｘ
２ｍ＋ １

）

ｉ
＝

ｌ

不难验证 ， ／ 是相对 ｂ ｅｎｔ 函数 ． 事实上 ， ／ 是相对于 ｓｕＰＰ （ ／ ） 的 ｂ ｅｎｔ 函数 ． 注意到
，
对任意

ａ
＝

 （

ａ
ｉ

， 
ａ

２
，

． ． ．

， 
ａ

２ｍ＋ ｉ
）Ｇ￥

２

ｐ

ｍ＋ １

，

／ （

？
）

＝Ｅｃｌ

｛
ｘ

） ｛

ａ
＇

ｘ
）

ｘ ｅ ｗ
ｌ

ｍ ＋ １

＝ Ｅｃ
Ｘ

２ ７ｎ ＋ 

ｌ＾ ｐ （
＊

ｌ
！

－ － －

！

＊
２ ｍ ）

ｅ Ｆ
２ １

＾ ２ｍ ＋ 

１
＾ ２ｍ ＋ 

ｌ

Ｅ
ＹＺ

当ｆｌ ２ｍ＋ ｌ￥ 
〇时 ， ／ （

〇
０
＝

〇 ． 而当ａ ２ｍ＋ ｌ
＝

〇时 ，

／ （

？
）
＝

Ｐ

ｐｐ
ｍ

Ｃｐ

－ Ｅ Ｈ ｉ 
ａ

ｉ
ｘ

ｉ

Ｅ

＂

ｌ２ ｉ ＝  ｌ
ａ

ｉ
ａ

ｉ＋ｍ

ｉ ＝ ｌ ）
工

ｉ ＋ ｒ？

因此
， ／是

１ ｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ函数 ，
里ｓｕｐｐ （ ／ ）

＝

｛ （
ｍ

，

…

，

ａ
２ｍ

，

〇
）

： 叫ｅ
心 ，

１＜ ＜＜２ｍ
｝

＋由上述计党

可知 ，
对任意Ｘ

＝

 （

Ｘ
！ ，

…

，

ｘ
２ｍ ，

０
）Ｇｓｕｐｐ （ ／ ） ，

ｍ

／ （

Ｘ
）
＝

〉 〕

Ｘ
《
Ｘ

ｉ＋ｍ
＝

ｆ
 （

ｘ
）

．

从而 ，
对任意 ａ

：

（

ａ
ｉ

， 
ａ

２
，

． ． ．

， 
ａ

２ｍ＋ ｉ
）ＧＦ

＾

ｍ＋ １

，

Ｆ⑷ ＝ Ｅｃｆ 

⑷ 〈＾ 〉

ａ ： Ｇ ｓ ｕ ｐ ｐ （ ／ ）

Ｅ
Ｅ
ｍ＿＿ ２ｍ ＿

ｉ＝ ｌ ｉ＝ ＼

（
＾

１

＂

ｌ２ ｉ＝ ｌ 
ａ

ｉ
ａ

ｉ ＋ ｎ

Ｐ

进而
， Ｆ⑷ 

＝ ， ＝

 ｓｕｐｐａ ）

１
／
２

． 这说明 ， ／
＊

是相对于 ｓｕＰＰ （ ／ ） 的 ｂｅｎｔ 函数 ，
ｓ对任意

ｘｅ ￥
２

ｐ

ｍ＋
＼＝

ｆ （
ｘ

）
＝

设 Ｗ＝ ， ，

ｍ＜ｎ
， ／ 是相对于 ５

＊

的 ｂｅｎｔ 函数 ． 根据引理 ２ ． １
，
对任意 ａ ＜Ｅ

／＞ ）

＝跡Ｘ⑷

对于相对于 ５
＊

的 ｂ ｅｎｔ 函数 ， 可以类似于 ｂｅｎｔ 函数和 ｐ ｌ ａｔ ｅａｕｅｄ 函数定义其 （非 ） 弱正则性 ．

定理 ５ ． ３ 设 Ｓ＜ｎ 是正整数 ， ／ ：１４
—Ｆ

ｐ 是 ｓ ｐ ｌ ａｔｅ ａｕｅｄ 函数 ，
Ｓ对偶函数 ／

＊

是相对于

ｓｕｐｐ （ ／ ） 的
ｂ ｅｎｔ函数 ． 那么 ，

对任意ｘ ＜ＥＶ
＂

？ ， ／
＊ ＊

（＞ ）
＝

／ （

ａ ；

）

．
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证明 注意到
，
对任意 ＸｅｓｕＰＰ （ ／ ） ， ／＞ ）

＝ 和
⑷

因此
，

ｃｆ 

⑷ｓ ｒＳＷｐ
宇

／ｗ ． （

５ ． １
）

因为 ｒ 是相对于 ｓｕＰＰ （ ／ ） 的 ｂ ｅｎｔ 函数 ， 由定理前的论述可知 ，
对任意 ａｅ１／

？ ，

Ｆ⑷ （

５ ． ２
）

另
一

方面 ，

Ｆ （

？
）
＝Ｅｃｆ

｛
ｘ

） ｛

ａ
＇

ｘ
｝

ｘ ｅ ｓ ｕ ｐ ｐ （ ｆ ）

麗
ｒＶ 中ＥＷ ） ／Ｋ 〈以

＊ Ｇ ｓ ｕ ｐ ｐ （ ／ ）

＝

ｒＶ 宇Ｌ
ｅ
， （

工
） ／＞ ） ｃＰ

〈以

ｘ ｅｖｎ

＝

ｒＶ 宇Ｌ／＞ ） ｃＰ

〈以
ｒＶ 宇５３ｆ＾ ）ｇ

｛

ａ
＇

ｘ
）

ｅ
／ （

＊
） 

＝
 １ ￡

／ （
＊

） 

＝ 

！

＝２ｒＶ＾５３ｆ＾ ） Ｃｐ

｛

ａ
ｔ

Ｘ
）

Ｙ，
＾ｘＫ

｛

ａ
，

ｘ
）

－ （

５ ． ３
）

ｅ
 ｆ  （

ｃｃ
） 

＝
 ｌｘ ＥＶｎ

由 Ｗａ ｌ ｓｈ Ｈａｄａｍａｒｄ 逆变换可得

Ｅｎ
ｘＫ

｛

ａ
＇

ｘ
）＝

ｐ
ｎ

ｃｉ

｛
ａ

）

－ （

５ ． ４
）

ｘ ｅｖｎ

结合 （

５ ． ３
） 和 （

５ ． ４
） 可知

Ｆ⑷ ＝２ｒＶ 宇Ｅ／＞ ） ｃＰ

〈＾
ｒＶ＾ ｃｆ

ａ
）

． （

５ ． ５
）

ｅ
， 〇 ） 

＝
 ｌ

冉由 （

５ ． ２
） 和 （

５ ． ５
） 可得

２Ｅ／ （

工
） ＣＰ

〈

ａ
’

Ｋ
＞
＝ Ｋ Ｃ／

（
ａ

）

（

ｌ ＋ ｆ
中⑷ （Ｔ⑷

／ （
ａ

）

）

． （

５ ． ６
）

ｅ
， 〇 ）

＝
ｌ

为了简化记号 ， 令

Ｔ ＝

Ｙ，ｆ （

ｘＫ
｛

ａ
，

Ｘ

＾Ｓ
ａ
＝

ｆ

＊ ＊

（

ａ
） ｆ （

ａ
）

．

ｅ
， 〇 ） 

＝
 ｌ

这样 ， （

５ ． ６
） 可以表示为

２Ｔ ＝ Ｋ Ｃ／

（
ａ

）

（

ｌ＋ ｅ

２

ｅ
／

＊

（

ａ
） Ｃ＾ ）

． （

５ ． ７
）

下证 ，
对任意 ａＨ 

０ ．

令 ｉｆ 和 分别表示 Ｐ 次分圆域 Ｑ （ ＣＰ ）
及其代数整数环 ． 由 引理 ２ ． ２ 可知 ，

对任意 ＊ｅ
Ｅ

（
这里将 Ｆ

ｐ 等同于 Ｚ
ｐ ） ，１＋ （

ｊ 是 中单位 ， （

１
益 ）
？ ＝

（

１是素理想 ． 显然 ，

Ｔ 与 泸 Ｃ／

＆ ａ
）

（

ｌ＋＆ ／＋ ）￥ ） 是 允 中的代数整数 ． 假设存在 ａ ｅ１４ ， 使得 ＜５
ａ＃０ ． 因为

Ｐ ｅ
／

＊

（

ａ
）
＝士 １

， 所以

（ Ｃｌ

｛
ａ

＼ ｌ＋ｅ ｅ
ｒ （

ａ
） Ｃ

Ｓ

／ ） ）

〇Ｋ
＝〇Ｋ或 （

ｌ Ｃｐ ）

〇Ｋ ．
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下面考虑 ２Ｔ 和 泸 ｃ／

（
°

）

（

１＋ £

２

屮 （

《
〇０ ）
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因此
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，
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６ 总结

本文主要关注广义 元函数的相关问题 ． 相关谱是分析 Ｂｏｏｌ ｅａｎ 函数 ｂ ｅｎｔ 性的有力 ：Ｌ

具 ． 利用广义 元函数的交叉相关 ， 本文讨论了广义 Ｐ 元函数的 ｂｅｎｔ 性 ． 对于经典 ｐ 元函

数 ／ ， ／ 是 ｂｅｎｔ 函数当剔又当 ／ 是完全非线性函数 ． 值对广义 ｐ 元函数 ， 该结论不成立 ． 模

仿 Ｍ ａ ｉｏｒ ａｎａ Ｍ ｃＦａｒ ｌａｎｄ 构造方法 ， 本文给出 了构造 Ｗａ ｌ ｓｈ Ｈ ａｄａｍａｒｄ 变换支集两两互不相交

的 ｓ ｇｐ ｌａｔ ｅａｕｅｄ 函数族的方法 ， 由此构造 ｇ
ｂ ｅｎｔ 函数 ， 并通过两个例子说明构造过程 ． 设 ／ 是对
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，Ｒｏ ｓ ｅｎＭ ．

，ＡＣ ｌａ ｓｓ ｉ ｃａ ｌ Ｉ ｎｔ ｒｏｄｕ ｃｔ ｉｏｎｔｏＭｏｄｅ ｒ ｎＮ ｕｍｂ ｅ ｒＴｈ ｅｏ ｒｙ ，Ｓｐ ｒ ｉ ｎｇｅｒ ，ＮｅｗＹｏｒｋ
，１ ９ ９０ ．

［

１ ４
］Ｋｕｍａ ｒＰ ．

，Ｓｃ ｈｏ ｌｔ ｚＲ ．

，Ｗｅ ｌ ｃ ｈＬ ．

，Ｇ ｅｎ ｅｒａ ｌ ｉｚ ｅｄｂ ｅｎｔｆｕ ｎ ｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓａｎｄｔ ｈ ｅ ｉ ｒ
ｐ ｒｏｐ ｅ ｒｔ ｉ ｅ ｓ

，Ｊ ．Ｃｏｍ ｂ ｉｎ ａ ｔ ．Ｔｈ ｅ ｏ ｒｙＡ ，

１ ９ ８ ５
，
４ ０

（
１

）

：９ ０ １ ０ ７ ．

［

１ ５
］Ｌｅａｎｄｅ ｒＧ ．

，Ｍ ｃＧ ｕ ｉ ｒ ｅＧ
，Ｃ ｏ ｎ ｓｔ ｒｕ ｃ ｔ ｉｏ ｎｏ ｆ ｂ ｅｎｔｆｕ ｎ ｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓｆｒｏｍｎ ｅａ ｒ ｂ ｅ ｎｔｆｕ ｎ ｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓ

，Ｊ ．Ｃｏｍ ｂ ｉｎ ａ ｔ ．Ｔｈ ｅｏ ｒｙＡ ，

２０ ０ ９
，１ １ ６

（
４

）
：９ ６ ０ ９ ７０ ．

［

１ ６
］Ｌ ｉｄ ｌＲ ．

，Ｎ ｉｅｄｅ ｒ ｒｅｔ ｔｅ ｒＨ ．

，Ｆ ｉｎ ｉｔ ｅＦ ｉｅ ｌｄ ｓ
，Ｃａｍｂ ｒ ｉｄ ｇｅＵｎ ｉｖｅ ｒ ｓ ｉｔｙＰ ｒｅ ｓ ｓ

，Ｃａｍｂ ｒ ｉｄｇｅ ，１ ９ ９ ７ ．

［

１ ７
］Ｍ ｅ ｉｄ ｌＷ ．

，Ａｓ ｕ ｒｖｅｙ
ｏ ｎ

ｐ ａ ｒｙ
ａ ｎｄ

ｇｅｎ ｅｒａ ｌ ｉｚ ｅｄｂ ｅｎｔｆｕ ｎ ｃｔ ｉｏｎ ｓ
，Ｃｒｙｐ ｔ ｏｇ ｒ ．Ｃｏｍｍｕｎ ．

，２ ０ ２ ２
，１ ４ ：７ ３ ７ ７８ ２ ．

［

１ ８
］Ｍ ｅ ｉｅ ｒＷ ．

，Ｓ ｔ ａｆｆｅ ｌｂａｃ ｈＯ ．

，Ｆａ ｓｔｃ ｏ ｒｒ ｅ ｌａｔ ｉｏｎａｔ ｔａ ｃｋｓｏ ｎｓｔ ｒ ｅａｍｃ ｉｐ ｈｅ ｒ ｓ
， Ｉ ｎ ：Ａｄｖａ ｎ ｃ ｅ ｓ ｉ ｎＣ ｒｙｐｔ ｏ ｌｏｇｙ （

Ｌ ｅｃ ｔ ｕ ｒ ｅ

Ｎｏｔｅ ｓ ｉｎＣ ｏｍｐ ｕｔ ｅ ｒＳ ｃ ｉ ｅ ｎｃ ｅ
） ，Ｓｐ ｒ ｉ ｎ ｇｅ ｒ

，Ｂ ｅｒ ｌ ｉ ｎ
，１ ９ ９ ８

，３ ０ １ ３ １ ４ ．

［

１ ９
］Ｍ ｅ ｓｎ ａｇｅ ｒＳ ．

，Ｂ ｅ ｎｔＦｕ ｎｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓ Ｆｕ ｎｄ ａｍｅ ｎｔ ａ ｌ ｓＲｅｓ ｕ ｌｔ ｓ
，Ｓｐ ｒ ｉ ｎｇｅ ｒ ，Ｃ ｈａｍ ．Ｓｗ ｉｔ ｚ ｅ ｒ ｌａ ｎｄ

，２ ０ １ ６ ．

［

２０
］Ｍ ｅ ｓｎ ａｇｅ ｒＳ ．

，Ｏ ｎ
ｇｅ ｎｅ ｒａ ｌ ｉ ｚｅｄｈｙｐ ｅ ｒ ｂ ｅ ｎｔｆｕ ｎ ｃ ｔ ｉｏｎ ｓ

，Ｃｒｙｐ ｔ ｏｇｒ ．Ｃｏｍｍｕｎ ．

，２ ０ ２０
，１ ２ ：４ ５ ５ ４ ６ ８ ．

［

２ １
］Ｍ ｅ ｓｎ ａｇｅ ｒＳ ．

，Ｏ ｚ ｂｕｄａｋＦ ．

，Ｓ ｉｎ ａｋＡ ．

，ｅｔａ ｌ ．

，Ｏ ｎ
＾ ａ ｒｙｐ ｌａｔ ｅａ ｕｅｄｆｕ ｎ ｃｔ ｉｏｎ ｓｏｖｅ ｒａｎｄｔ ｈ ｅ ｉｒｅｘｐ ｌ ｉｃ ｉｔｃｈ ａｒａ ｃ

ｔ ｅ ｒ ｉ ｚａｔ ｉｏ ｎ ｓ
，Ｅｕ ｒｏｐ ｅ ａｎＪ ．Ｃｏｍ ｂ ｉｎａ ．

，２ ０ １ ９
，８ ０ ：７ １ ８ １ ．

［

２ ２
］Ｍ ｅ ｓｎ ａｇｅ ｒＳ ．

，Ｔａ ｎｇＣ ．

，Ｑ ｉＹ ．

，Ｇ ｅ ｎｅ ｒａ ｌ ｉ ｚｅｄｐ ｌａｔｅａｕ ｅｄｆｕ ｎｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓａｎｄａｄｍ ｉ ｓ ｓ ｉｂ ｌｅ
 （ ｐ ｌａｔ ｅａ ｕｅｄ

）ｆｕ ｎ ｃ ｔ ｉｏ ｎ
，ＩＥＥＥ

Ｔｒａｎｓ ．Ｉｎｆｏ ｒｍ ．Ｔｈ ｅｏ ｒｙ ，２ ０ １ ７
，６ ３ （

１ ０
）

：６ １ ３ ９ ６ １ ４ ８ ．

［

２ ３
］Ｍ ｅ ｓｎ ａｇｅ ｒＳ ．

，Ｔａｎ ｇＣ ．

，Ｑ ｉＹ ．

，ｅｔａ ｌ ．

，Ｆｕ ｒｔ ｈ ｅ ｒｒ ｅ ｓ ｕ ｌｔ ｓｏ ｎ
ｇｅｎ ｅｒａ ｌ ｉｚ ｅｄｂ ｅ ｎｔｆｕ ｎ ｃｔ ｉｏ ｎ ｓａ ｎｄｔ ｈｅ ｉ ｒｃｏｍｐ ｌｅｔ ｅｃｈ ａｒ

ａｃ ｔ ｅｒ ｉ ｚ ａｔ ｉｏｎ
，ＩＥＥＥＴｒａｎｓ ．Ｉｎｆｏ ｒｍ ．Ｔｈ ｅ ｏ ｒｙ ，２ ０ １ ８

，６ ４ （
７

）

：５４ ４ １ ５ ４ ５ ２ ．

［

２ ４
］Ｏ ｚ ｂｕｄａｋＦ ．

，Ｐｅ ｌｅ ｎＲ ．

，Ｄ ｕ ａ ｌ ｓｏ ｆ ｎ ｏｎ ｗｅａｋ ｌｙ 
ｒ ｅｇ ｕ ｌａ ｒ ｂ ｅ ｎｔｆｕ ｎ ｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓａ ｒｅｎｏｔｗｅａｋ ｌｙ

ｒ ｅｇ ｕ ｌａ ｒ ａｎｄ
ｇｅ ｎｅ ｒａ ｌ ｉ ｚａｔ ｉｏｎ

ｔｏ
ｐ ｌａｔｅａ ｕｅｄｆｕ ｎｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓ

，Ｆｉｎ ｉ ｔ ｅＦｉ ｅ ｌ ｄｓＡｐｐ Ｌ
，２ ０ ２０

，６ ４ ：１ ０ １ ６ ６ ８ ．

［

２ ５
］Ｐｏｔ ａｐｏｖＶ ．

，Ｏ ｎ
＾ ａ ｒｙ

ｂ ｅｎｔａｎｄ
ｐ ｌａｔ ｅａ ｕｅｄｆｕ ｎ ｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓ

，Ｄ ｅｓ ．Ｃｏｄ ｅ ｓＣｒｙｐ ｔ ｏｇ ｒ ．

，２０ ２ ０
，８８ ：２ ０ ３ ７ ２０ ４ ９ ．
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［

２ ６
］Ｒｏｔ ｈａ ｕ ｓ０ ．

，Ｏ ｎ
“

ｂ ｅ ｎｔ

”

ｆｕ ｎｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓ
，Ｘ （７ｏｍ ６ ＜ｎ ａ ｔ ．Ｔｈ ｅ ｏ ｒｙ １ ９ ７ ６

，２ ０ （
３

）
：３ ０ ０ ３ ０ ５ ．

［

２ ７
］Ｓｔ ａｎ ｉ ｃａＰ ．

，Ｍａ ｒｔ ｉ ｎ ｓ ｅ ｎＴ ．

，Ｇ ａｎ ｇｏｐａｄ ｈｙａｙ
Ｓ ．

， 
ｅｔａ ｌ ．

，Ｂ ｅ ｎｔ ａ ｎｄ
ｇｅｎ ｅ ｒａ ｌ ｉ ｚｅｄｂ ｅ ｎｔＢｏｏ ｌ ｅａｎｆｕ ｎｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓ

，Ｄ ｅ ｓ ．Ｃｏｄ ｅ ｓ

Ｃｒｙｐ ｔ ｏｇ ｒ ．

，２０ １ ３
，６ ９ ：７ ７ ９ ４ ．

［

２８
］Ｔａ ｎＹ ．

，Ｙａｎ ｇＪ ．

，Ｚ ｈａ ｎｇＸ ．

，Ａｒｅｃ ｕ ｒ ｓ ｉｖｅｃｏ ｎ ｓｔ ｒ ｕｃ ｔ ｉｏ ｎｏ ｆ
ｐ ａ ｒｙｂ ｅ ｎｔｆｕ ｎ ｃｔ ｉｏｎｗｈ ｉｃ ｈａ ｒ ｅｎｏｔｗｅａｋ ｌｙ

ｒｅｇ ｕ ｌａ ｒ
，

Ｉ ｎ ：Ｐ ｒｏ ｃ ． ＩＥＥＥ Ｉ ｎｔ ．Ｃｏ ｎ ｆ ． Ｉ ｎ ｆｒｏｍ ．Ｔｈ ｅｏｒｙ Ｉ ｎ ｆ ．Ｓ ｅｃ ｕ ｒ ．

，Ｂ ｅ ｉ
ｊ

ｉ ｎｇ ，Ｃ ｈ ｉ ｎ ａ
， Ｉ ＥＥＥＣ ｏｍｐ ｕ ｔ ｅ ｒＳ ｏ ｃ ｉｅｔｙ ，Ｐ ｉ ｓｃａｔ ａｗａｙ ，

２０ １ ０
，１ ５ ６ １ ５ ９ ．

［

２ ９
］Ｔａ ｎｇ 

Ｃ ．

， 
Ｘ ｉａｎ ｇ 

Ｃ ．

，Ｑ ｉ Ｙ ．

， 
ｅｔ ａ ｌ ．

，
Ｃ ｏｍｐ ｌ ｅｔｅ ｃｈａ ｒａｃ ｔ ｅｒ ｉ ｚａｔ ｉｏｎ ｏ ｆ

ｇｅ ｎｅ ｒａ ｌ ｉ ｚ ｅｄ ｂ ｅ ｎｔ ａｎｄ ２
ｆｃ
ｂ ｅ ｎｔ Ｂｏ ｏ ｌｅａ ｎ ｆｕ ｎ ｃｔ ｉｏｎ ｓ

，

ＩＥＥＥＴｒａｎｓ ．Ｉｎｆｏ ｒｍ ．Ｔｈ ｅ ｏ ｒｙ ，２ ０ １ ７
，６ ３ （

７
）

：４ ６ ６ ８ ４ ６ ７４ ．

［

３０
］ＷａｎｇＪ ．

，ＦｕＦ ．

，Ｏ ｎｔ ｈ ｅｄ ｕａ ｌ ｓｏ ｆｇｅ ｎ ｅｒａ ｌ ｉｚ ｅｄｂ ｅ ｎｔｆｕ ｎ ｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓ
，ＩＥＥＥＴｒａｎｓ ．Ｉｎｆｏ ｒｍ， ．Ｔｈ ｅ ｏ ｒｙ ＾２０ ２ ２

，６ ８ （
７

）

：

４ ７ ７０ ４ ７８ １ ．

［

３ １
］Ｚ ｈ ｅｎ ｇ

Ｙ ．

，Ｚ ｈａ ｎ ｇ
Ｘ ．

，Ｏ ｎ
ｐ ｌａｔｅａ ｕｅｄｆｕ ｎｃ ｔ ｉｏ ｎ ｓ

，ＩＥＥＥＴｒａｎｓ ．Ｉｎｆｒｏｍ ．Ｔｈ ｅ ｏ ｒｙ ＾２ ０ ０ １
，
４ ７

（
３

）

：１ ２ １ ５ １ ２ ２ ３ ．

［

３ ２
］Ｚ ｈ ｅｎ ｇＹ ．

，Ｚ ｈａ ｎｇＸ ．

，Ｐ ｌａｔｅａ ｕｅｄｆｕ ｎ ｃｔ ｉｏｎ ｓ
， Ｉ ｎ ：Ｉ ｎ ｆｏｒｍａｔ ｉｏ ｎａｎｄＣｏｍｍｕ ｎ ｉ ｃａｔ ｉｏ ｎＳｅ ｃ ｕ ｒ ｉｔｙ ，Ｌｅ ｃ ｔ ｕ ｒｅＮｏｔｅ ｓ ｉ ｎ

Ｃｏｍｐ ｕｔ ｅ ｒＳ ｃ ｉｅ ｎ ｃ ｅ
，Ｖｏ ｌ ．１ ７ ２ ６

，Ｓｐ ｒ ｉ ｎｇｅ ｒ Ｖｅ ｒ ｌａｇ ，Ｂ ｅ ｒ ｌ ｉ ｎ
，１ ９ ９ ９

，２ ８４ ３０ ０ ．


